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Wiederholung wichtiger Definitionen und Begriffe

Definition: Stochastischer Prozess

Ein stochastischer Prozess X (t,&) ist eine mit dem Parameter t indizierte
Familie von Zufallsvariablen.

[WTJon| Definition 8-1-1, Seite 153.]

Definition: Moment(e) eines stochastischen Prozesses

Das n-te Moment ist definiert durch

B (0) = [ v w0y
wobei das erste Moment -
BY ()= [ v )dy

als Erwartungswert bzw. zeitabhéngiger Mittelwert bezeichnet wird. [SuSKiel Definition
3.45, Seite 68]

Rechenregeln fiir Erwartungswerte

Es gilt
Ela-X+Y)=a-EX)+ E(Y), acR

aus [WTKun, Kapitel 6.3, Seite 21]

Korrelation
Die Korrelation ist folgendermafen definiert
exy(t1,t2) == E{X(t1) - Y"(t2)}

o0 (oo}
- / / Tty Yty - [xy (T, Yty ) dady
—00 J —00

Fir X = Y ist es eine Autokorrelation, fiir X # Y eine Kreuzkorrelation, siehe auch
[SuSKiel, Definition 3.52, Seite 69| mit etwas anderer Schreibweise.

Falls X und Y unabhéngig sind, gilt fxy (¢, v,) = fx(zi,) - fy(ye,) (sieche [WTJonl,
Definition 7.3-1 Seite 111]) und damit

exy(t,t2) = E{X(t1)} - E{Y"(t2)}

Die Autokorrelation ist definiert durch

pxx(ti,t2) = E{X(t1) X" (t2)}



Der Korrelationskoeffezient der Zufallsvariablen X und Y berechnet sich laut [WTKun),
Definition 11.7, S. 42| durch

Xy - v Y) B - BOO)Y — B(Y))

VD?(X)-D2(Y) D2(X)-D%(Y)
Gilt p(X,Y) = 0, so heiffen X und Y unkorreliert. Wichtig ist, dass wenn X und Y

unabhéngig sind, sie auch unkorreliert sind. Die Umkehrung ist im Allgemeinen jedoch
falsch, sieche [WTKunl Satz 11.8 (a), S. 42].

Schwache Stationaritit
Ein Prozess heift (schwach) stationér, wenn

1. der Erwartungswert E{X(¢)} konstant ist

2. die Autokorrelationsfunktion nur von der Zeitdifferenz abhéngt und nicht vom Zeit-
punkt
oxx(ti,ta) = pxx(ta —t1) = pxx(7)

[WTKunl Definition 11.9, Seite 43|

Anders formuliert lautet die Schwache Stationaritat

Ein stochastischer Prozess heifst schwach stationdr oder auch im weiteren
Sinne stationdr, wenn die Invarianz gegeniber einer Translation der Zeit nur
fiir Momente erster und zweiter Ordnung gilt.

siehe [SuSKie, Definition 3.70, S. 72].

Mittlere Leistung, Leistungsdichtespektrum
Die mittlere Leistung(sdichte) wird definiert durch
P = pxx(0)
und das Leistungsdichtespektrum durch die Fouriertransformierte

dxx = F(pxx(7))

[WTKunl Definition 11.10, Seite 44|

Logarithmen

Fiir den Logarithmus zur Basis 2, dem so genannten logarithmus dualis, verwende ich die
einfachere Schreibweise ld statt der ausfiihrlicheren log,. Ebenfalls fiir den Logarithmus
zur Basis 10, dem so genannten dekadischen Logarithmus, schreibe ich lg statt log,, siehe
auch [wiki-log, Abschnitt “Bezeichnungen®|.



Die Berechnung mit dem Taschenrechner (der Casio fx-991ES kann den Logarithmus zu
verschiedenen Basen berechnen, hier ist keine Umrechnung von Hand nétig) gelingt mit
der Basisumrechnung, siehe auch [wiki-log, Abschnitt 'Basisumrechnung’|

Quellencodierung
Transinformation

Die Transinformation ist durch [NTJon Definition (2.2-3), S. 18]

P (xn|ym)

P () bit

I(xp;ym) =1d
gegeben.
Kanalkapazitat
Die Kanalkapazitat ist durch [NTJonl Gleichung (2.4-3), S. 23]

C= max I(X;Y)
{P(zn)}

mit der Einheit bit pro Nutzung des Kanals gegeben.

Mittlere Transinformation

Die mittlere Transinformation ist Definiert durch [NT'Jonl, Definition (2.3-1), S. 20]

M) =
NE

I(X;Y)= I(Zn; Ym) P (@ ym)
n=1m=1
_ iy . P(2n; ym)
=23 Plewsum) 5, o5
— S . P(:L’n‘ym)
_;mz_lp(xmym)ldp(xn)

[
WE
NE

P(an) - Plymlan) - 1d <P(ym‘$n>>

1 P(ym)

3
I

n

Der erste Term - P(xp;ym) - ldsst sich tiber den Zusammenhang der bedingten Wahr-
scheinlichkeit - siehe [WTKun, Bemerkung 4.3 (b) S.9] - umschreiben. Ebenfalls lisst
sich der zweite Term laut [NT-Jon, Bemerkung (ii) S. 18] umschreiben.



P(yy,) lasst sich mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit - siehe [WTKunl Satz
4.4 S. 9] - bestimmen. Es gilt

N
P(ym) = Zp(ym‘wn) - P(xn)

n=1

Fiir ein Beispiel siehe Aufgabe 7.

Entropie der Quelle
Die Entropie der Quelle ist definiert durch [NTJon| Gleichung (2.1-2), S. 16|

N N
H(X):=> I(xn)P(zn) = — Y _ P(z,)1d[P(z,)]
n=1 n=1

mit der Einheit bit/Symbol.
Die Entropie einer Quelle wird maximal, wenn alle Symbole gleichwahrscheinlich sind.
Entscheidungsgehalt einer Quelle

Der Entscheidungsgehalt einer Quelle mit N Zeichen ist durch [NTJon, Gleichung (4-3),
S. 36]
Hy = 1d N bit/Zeichen

gegeben und gibt die maximale Information an.

Mittlere Codewortlange

Die mittlere Codewortléange ist gegeben durch [NTJonl Gleichung (4.1), S. 35]
N

L=Y" P(xn)L(zn)

n=1

mit der Einheit bit/Zeichen.

Redundanz der Quelle
Die Redundanz der Quelle ist durch [NTJon, Gleichung (4.1-3), S. 39|
Ro = Hy — H(X)

gegeben.

Redundanz des Codes
Die Redundanz des Codes ist durch [NTJon, Gleichung (4.1-4), S. 39]
Re =L — H(X)

gegeben.



Effizienz des Codes

In der Ubung wurde die Definition der Effizienz eines Codes eingefiihrt, die sich anschei-
nend nicht im Buch findet.
H(x)

=—-=<1
n S

Bandbreiteneffizienz

Die Bandbreiteneffizienz oder auch spektrale Effizienz genannt ist durch [NT.Jonl Glei-

chung (10.4-2), S. 120]

R
'=s — =1d(M
= 1d(M)

gegeben, wobei R die Bitiibertragungsrate, W die Systembandbreite und M die Anzahl
der Symbole ist.

Coderate

Die Definition findet sich auf [NTJonl S. 57|

k
R=~—
n

wobei k die Datenbits und n die Codebits sind.

Blockcodes

Folgende Eigenschaften kann ein Blockcode besitzen, dies muss aber nicht zwingend der
Fall sein.

(I) linear: Ein Blockcode ist genau dann linear, wenn die Summe zweier Codeworter
wieder ein Codewort ergibt.

(IT) systematisch: Ein Blockcode ist genau dann systematisch, wenn jedes Codewort
(n Bit lang) mit & Infobits beginnt (das Datenwort) und (n — k)-Paritycheckbits
angehéngt sind. Siehe dazu auch [NTJonl S. 49].

u
Die Codegeneratormatrix G hat die Form, siehe [NTJonl, Gleichung 5.2-2, S. 49|
(o B o L
G = [Ik P]

Zur Dimension der Matrix
n k  n—k
kO = [k OkO ]

(ITI) zyklisch: Ein Blockcode ist genau dann zyklisch, wenn jede zyklische Verschiebung
eines Codewortes wieder ein Codewort ergibt. Der Vorteil von Zyklischen Code-
wortern ist, dass sie sich durch Schieberegister erzeugen lassen. Siehe dazu auch
INT Jonl, Kaptitel 5.3 S. 51].

Beispiel: ¢ = (¢ ¢2 03)T ist ein Codewort, dann ist auch ¢ = (ca2c3¢;
wort.

)T ein Code-



Syndromdecodierung
Es wird das Wort 7 empfangen und daraus mit [NTJonl Gleichung 5.2-7]

T
s'=7"H

das Syndrom § berechnet. Ist § # 0, so liegt ein Ubertragungsfehler vor. Ist dieser kor-

rigierbar, so entspricht das Syndrom einer Spalte von H, welche fiir das fehlerhafte Bit
verantwortlich ist. Ist es die dritte Spalte, so ist das dritte Bit falsch.
Hammingungleichung, -abstand

Die [NTJon, Hammingungleichung 5.2-8, S. 51] lautet

t t
|
ok n\ _ n!
_Z;<z> Zzg(n—i)!-z’!

wobei t die Anzahl korrigierbarer Fehler darstellt. Die obere Grenze der Ungleichung wird
nur fiir gute Codes maximal.

Fiir den Hammingabstand mit ¢ Bitfehler gilt [NTJonl Gleichung 5.2-4, S. 50|

Aymin 2> 2t + 1

Generatorpolynom, giiltige Codewdrter
Es gilt der [NTJonl Satz, S. 53]

Das Generatorpolynom g(z) erzeugt genau dann einen zyklischen (n, k)-Code,
wenn es Teiler von x™ + 1 ust.

Ein (n, k)-Code hat k Datenbits und damit 2* giiltige Codewdrter.

Der Grad des Generatorpolynoms ist laut [NT-Jon, Punkt 2, S. 53|
grad[g(z)] =n — k

Soll iiberpriift werden, ob ein Codewort giiltig ist, so kann dieses als Polynom geschrieben
werden. Ist dieses ohne Rest durch das Generatorpolynom teilbar, ist es giiltig, siehe auch
INTJonl, Gleichung 5.3-8, S. 54].

Huffman-Verfahren

Vorgehensweise zur Bildung des Bindrbaums nach dem Huffman-Verfahren, vergleiche
dazu auch [NTJon| S. 39].

(I) Anordnen der Zeichen nach der Grofe ihrer Auftretenswahrscheinlichkeit, begin-
nend mit der grofiten Wahrscheinlichkeit.



(IT) Anschliefend werden immer zwei Paare mit der kleinsten Auftretenswahrschein-
lichkeit zusammen gefasst.

Fiir ein Beispiel siehe Aufgabe 9.

GF2

In GF2 entspricht ein Plus einem Minus, zudem gilt ™ + 2™ = 0, dies macht die folgende
Tabelle deutlich.

+10]|1
0
11

Tabelle 1: Addition in GF2.

Die Rechnung entspricht einer Kombination aus einer normalen Addition und einem
anschliessendem Modulo 2.

Vielfache von Bit

Fiir Vielfache der Einheit Bit wird in der Vorlesung Nachrichtentechnik mit den SI-
Prifixe und nicht mit den Bindrprifixe gearbeitet. Somit gilt 2 MBit/s = 2-10° Bit.
Mochte man mit dem bekannten 'Faktor’ 1024 arbeiten, miisste die Einheit zum Beispiel
Kibibit lauten. Weitere Informationen im Artikel [wiki-bitl zum Begriff Bit].



Ubungblatt 1

Aufgabe 1
a) Laut [WTKun| Kapitel 11.12, Seite 44] ist weifes Rauschen Normalverteilt und es

gilt fiir die Normalverteilung

1 —(n— u)Q)
n)=-———-exp| ————
fn(n) 5 o P< 5 2
zudem ist das Rauschen Mittelwertfrei, das heifit es ist pu = 0.

1

fn(n) = ﬁ €xp (2_222)

b) Das Leistungsdichtespektrum bei weifsem reellen Rauschen ist konstant iiber alle
Frequenzen [WTKun, Kapitel 11.12, Seite 44].

Dxx(f)

A

Abbildung 1: Weifes Rauschen, links Frequenzspektrum, rechts Zeitbereich

Y wobei Ny die Rauschleistungsdichte ist. Bei komplexem Rau-

Es ist &xx = 2o,
schen betragt die Konstante Ng. Die zugehorige Autokorrelationsfunktion ist ein

Dirac-Implus der selben Hohe, siehe Abbildung

Dxx(f) oxx(T)
A A
N e—O N
2 .5
_B B -/ MV -7
S "33

Abbildung 2: Weifes Rauschen bandbegrenzt, links Frequenzspektrum, rechts

Zeitbereich
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Handelt es sich um ein bandbegrenztes Rauschen, wie in Abbildung 2] so gilt

Lo i [f] < 5,

0, sonst

Pxx(f) :{

Daraus lasst sich durch Transformation die Autokorrelationsfunktion berechnen
(Korrespondenztabelle)

N,
QOX)((T):TO‘B'Si(ﬂ"BW')

Aufgabe 2

Damit X(t,&) stationdr genau ist, muss der Erwartungswert F{X} konstant und die
Autokorrelationsfunktion nur von der Zeitdifferenz 7 abhéngig sein. Nun werden die
beiden Voraussetzungen nachgerechnet.

Fiir den Erwartungswert gilt

E{X(t,&)} = E{A(&) - cos(wp-t)+ B(&) - sin(wo-t)}

Mit den Rechenregeln fiir den Erwartungswert lésst sich das noch umformen. Die Trigo-
nometrischen Terme sind wie eine Konstante zu betrachten und kénnen herausgezogen
werden. Da E{A} = 0 und E{B} = 0 ist der ganze Term Null und damit konstant.

B{X(t,€)} = B{A(©)}- cos (wo-1) + B{B(€)} - sin (wo-1) = 0

Damit wére die erste Bedingung erfiillt, nun wird die Autokorrelationsfunktion bestimmt.
Fiir die weiteren Umformungen ist es leichter, wenn bereits zu Beginn mit den Zeitpunk-
ten ¢t und ¢t + 7 gerechnet wird.

oxx(t,t+7)=FE{X{t)- X(t+71)}
=F{[A(&) - cos (wo-t) + B(§) - sin (wg - t)] - [A(&) - cos (wo - (t+ 7)) + B(E) - sin(wg- (t +7))]}}

=E{A%(€)- cos (wp - t) - cos (wo- (t+ 7))+ A(€) - B(€) - cos (wo-t) - sin (wp - (t + 7))
+ A(€) - B(€) - sin (wo - t) - cos (wo - (t + 7)) + B?(€) - sin (wo - t) - sin (wo - (t 4+ 7))}

Mit den Rechenregeln fiir Erwartungswerte lasst sich das wieder auseinander ziehen,
zudem gilt bei unabhéngigen Zufallsvariablen noch F{A-B} = E{A} - E{B}, was in
diesem Fall Null ist. Somit ergibt sich

= E{A2(£)} - cos (wp-t)- cos(wo- (t+7)) + E{BQ(f)} - sin (wp - t) - sin (wg - (¢ + 7))
Dies lasst sich mit den Additionstheoremen

1
COST - COSY = §~[c0s(x—y) + cos (z + y)]

11



und

sinz - siny = = - [cos (z — y) — cos (z + y)]

N[ =

noch umformen zu

=3 E{A2( €} [cos(wo-T)+cos(2-t+7)] + % -E{B%(&)} - [cos (wo - T) — cos (2t + 7]
= 3 [BLA2O) + BB cos (wn 1) + 5 - [B{AX(E) — B{BA(O)] cos (21 +7)

Laut Aufgabenstellung gilt E{A%(¢)} = E{B%(¢)} und der letzte Term verschwindet.
Somit ergibt sich

([E{A%(&)} + B{B*(£)}] - cos (wo-T)
E{AQ( &)} cos(wo-T)
=¢oxx(7)

l\DM—A

(pxx(t t—I—T)

Damit ist gezeigt, dass X (t,£) stationér genau ist.

In der Ubung hatte der Cosinus-Term ein Minuszeichen im Argument. Da der Cosi-
nus eine gerade Funktion ist, gilt: cos —x = cosx und das Ergebnis stimmt tberein. In
meinem Rechenweg habe ich die Additionstheoreme anders angewandt, also die Bedeutung
von x und y vertauscht.

Aufgabe 3

[H(f)] yy (T)

1 o.p

— 1 —/ TV -7
2T 2T _1bh1
B B
X(t) Y (t)
H(f)

Abbildung 3: Frequenzspektrum des Tiefpasses H(f) links, ¢yy rechts, Blockschaltbild
unten

12



a) H(f) des Tiefpasses aus Abbildung [3| lautet

H(f) = {1, fiir | /] < 327

0, sonst

Wie auch bereits in Aufgabe 1b handelt es sich um weifses Rauschen und es gilt
dxx(f) =42

Mit dem [NTJon, Zusammenhang (1.4-4) auf Seite 9] ®yy (f) = Sxx(f) - [H(f)?
lasst sich durch Transformation ¢yy (siche auch Abbildung [3|) bestimmen (Korre-

spondenztabelle)

N
(pyy:70-B- si(m-B-T)

b) Wenn die Abtastwerte unkorreliert sein sollen, dann muss der Korrelationskoeffizi-
ent p(X,Y) = 0 sein laut [WTKun, Definition 11.7 Seite 42]. Fiir den Korrelati-
onskoeflizient gilt

E{(X - B{X})-(Y - E{Y})}

pY) = D2(X) DAY)

Der Erwartungswert einer Normalverteilung ist laut [WTKunl, Bemerkung von 8.10
Seite 34| u. Ein reeler weifer Gauflprozess ist wie bereits in Aufgabe 1 gesehen,
mittelwertfrei, das heifft ¢ = 0. Damit ergibt sich

pxy) = P —pe) Vo)) BXYY e,

D2(X)- D*(Y) VDA(X) DY) /D*(X)-D(Y)

Wobei fiir das vorletzte Gleichheitszeichen noch zu beachten ist, dass es hier keine
zwei verschiedenen Zufallsvariablen sind, sondern die beiden identischen, jedoch zu
unterschiedlichen Zeitpunkten: Y (¢) und Y (¢t + 7).

Damit gilt fiir die Abtastzeit Ty

N 1
g0yy(T):70'B-Si(ﬂ-B~7’);O<:>7T.B'k-TA:k~7T<:>TA:E

fiir k € Z\ {0}

Aufgabe 4
a) Laut [WTJon, Gleichung 7.1-7, Seite 106] gilt

q 1 1 (21 — m)?
f(@) = -exp{— [
(@ 2-m-01-09-4/1— p? 2-(1-p?) ot
(w2 — p2)”

C _2./)‘(3?1—#1)'(162—#2)”
05 0109

13



b)

Da X; und Xs unkorreliert sind, gilt laut [WTKunl Definition 11.7 Seite 42| wie
bereits in der vorigen Aufgabe p = 0. Damit vereinfacht sich die Dichtefunktion zu

f(@) = ; exp {_1. [(5"1 —2M1)2 L (@ —2M2)2]}

2-m-01-09 2 o7 o
1 1 —p1)? 1 1 — p2)?
_.exp{_.@l ) } .exp{_.W}
V2o 2 o1 V2T -0 2 o)

Damit sind sie statistisch unabhéngig, siehe auch [WT.Jonl, Definition 7.3-1 Seite
111].

Allgemein gilt: X,Y unabhingig = X,Y unkorreliert, die Umkehrung <’ stimmt
meistens nicht, siehe [WTKunl, Satz 11.8(a) Seite 42].

Aufgabe 5

2)

Fiir den [NTJon, Zusammenhang (1.4-4) auf Seite 9] ®yy (f) = ®xx(f)- [H(f)|?
muss noch die Ubertragungsfunktion H(f) berechnet werden.

1
H(f):Y(t): iZzmjC 1
X(t) sogmgec+tR 1+j27f-C-R
Das Betragsquadrat ist
1

H(f))? =

1H(/)] 1+ @27 f-R-C)?
da

1 | Ja—ib]| a 2+ b 2_ a2+ 1

a+ib| a2 +b2| | \a2+0? a+b2)  \ (@@+02)? a2+ b2
gilt.

Mit der Korrespondenz
(pxx(T) = 0'2'(5(7') o—e (I)Xx(f) = 0'2

ergibt sich fiir das Leistungsdichtespektrum ®yy (f)

0.2

T 14472 f2.R2.C2

Dyy (f)

Zur Bestimmung der Autokorrelationsfunktion ¢yy (7) muss ®yy (f) transformiert
werden, dazu wird geschickt umgeformt und die Korrespondenztabelle benutzt. Es
gilt

2-a
a?+(2-7-f)?

e—alt\ o—e

14



Umformung von ®yy (f)

2. -1 1 R-C
Dyy (f) = ET___. T
Py
transformiert
oyy(T) = o e wo Il
2-R-C
Bestimmung der mittleren Leistung(sdichte)
2 o’
B{Y* ()} = BIY(1) Y+ 7)} = pyy(r=0) = -2
‘R.

mit 7=0

15



Ubungblatt 2

Aufgabe 6
a) Mit der Korrespondenz fiir den Sinus (siehe zum Beispiel [NTJon, Anhang A Seite
221] und
e & o e T . e‘%
a

lasst sich H(F') berechnen

H(f)ZT{e*’T’(fo't)z}*gr{sin(407r'f0't)—Sin(367r'fo-t)}
:J}O.eﬂ'<1%> *%'[6(f+20'f0)_5(f_20'f0)_5(f+18'f0)+5(f—18-f0)]

[ Y e (S e (SR ()
*JOo

Anmerkung: Man geht davon aus, dass fo positiv ist, deswegen wird der Betrag
nicht bendtigt, der durch | /f% entstehen wirde.
0

Das Betragssprektrum |H(f)| ist in Abbildung 4| auf Seite [17| zu sehen. Wie sich
das Betragssprektrum genau zusammen setzt, ist in Abbildung[5]auf Seite [I§ genau
zu sehen, denn hier wurde H(f) gezeichnet.

b) Gleichsetzen von h(t) mit der [NTJon| Gleichung (1.1-2) S. 2]
h(t) = s(t) = a(t) - cos[2- 7+ fpt + O(t)]
liefert mit dem Additionstheorem

. . rT+y . T—y
sinz —siny = 2- cos 5 - sin 5

angewandt auf sin (407 - f - ¢) — sin (367 - fo - t)

s(t) = e ™ 0D 9 gin (27 - fo-t) - cos (219 fo- ¢+ 0)
Die komplexe Einhiillende ist laut [NTJonl, Gleichung (1.1-4) S. 3| definiert durch
u(t) = a(t) -l 0

Damit lasst sich leicht ablesen

st) = e ™ o 0% 2. gin (27 fo-t) - cos(2m-19- fo -t +0)
u(t)=alt)
und ¥(t) = 0 und fiir die Tragerfrequenz fr = 19- fj.

16



06—

04—

02—

A1

a1

Abbildung 4: Betragssprektrum |H(f)| der Aufgabe 6a)

Mit der [NT'Jonl Gleichung (1.2-3) S. 5] ldsst sich ¢(t) berechnen

h(t) =2- Re {c(t) ~ej'2”th} =2- Re{[cr(t) + jer(t)] - [cos (2w frt) + jsin (27 frt)]}

=2 Re{cr(t) - cos (2m frt) + jer(t) - sin (27 frt) + jer(t) - cos (2w frt) — cr(t) sin (27w frt)}
=2 {cg(t)- cos 2mfrt) — c(t) sin (27 frt)}
=2-cp(t)-cos(2-m- fr-t)

Lomm(fort)? g, sin (27 - fo-t)- cos (2w fp-t)
wobei der Zusammenhang fiir die Tragerfrequenz fr = 19- fo aus b) verwendet
wurde. Da es sich um ein reelles Signal handelt, gilt ¢;(¢) = 0. Damit ergibt sich
fir ¢(t)
c(t) = e ™ o 07 gin (27 - fy - £)

17



n 0,5 =
0.4

0.3

02 -

0,1 4 Jfl':l

0,2 =

0,3 -

0.4

Abbildung 5: H(f) der Aufgabe 6a)

d) Um die Ubertragungsfunktion zu skizzieren wird c(t) transformiert

cxf)::gr{e—w-am-wQ}*;r{gn(2w-jb-w}

:}.gW(é)*§¢&f+h)—&f—hﬂ
0
[ R )

Das Spektrum ist in Abbildung [6] auf Seite [I9 zu sehen.
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Abbildung 6: Ubertragungsfunktion |C(f)| der Aufgabe 6d)

Aufgabe 7
a) Laut Definition (2.1-2) S. 16] gilt fiir die Entropie der Quelle

N
H(X) ==Y Play)- 1d Pa,)

n=1
— 0,4-1d(0,4) — 0,3-1d(0,3) — 0,3 - 1d(0,3)
~ 1,57 bit/Symbol

b) Fiir die mittlere Transinformation gilt laut [NTJonl, Definition (2.3-1) S.20]

N M
1Y) =303 Plain)- 10 (Ll

n=1m=1

Der erste Term - P(zy;ym) - lésst sich iiber den Zusammenhang der bedingten
Wabhrscheinlichkeit - siehe [WTKun, Bemerkung 4.3 (b) S.9] - umschreiben. Eben-
falls lésst sich der zweite Term laut Bemerkung (ii) S. 18| umschreiben,
sodass sich folgendes ergibt

N M
06 = 323 Plew)-Plamen) 14 ( F )

n=1m=1
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Die Wahrscheinlichkeiten P(x,) und P(y,|z,) sind in der Tabelle und durch die
Grafik in der Aufgabenstellung gegeben. P(y,,|x,) ist die Wahrscheinlichkeit, dass
am Ausgang m gemessen wird, unter der Bedingung, dass n am Eingang vorliegt.
P(yr,) lasst sich mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit - sieche [WTKunl,
Satz 4.4 S. 9] - bestimmen. Es gilt

3
n=1

P(y1) =0,9-0,4+0,1-0,3 = 0,39
P(y2) =0,1-0,4+0,8-0,3+0,1-0,3 = 0,31
P(y3) =0,1-0,3+0,9-0,3 = 0,30

Damit sind nun alle bendtigten Wahrscheinlichkeiten komplett und es lésst sich die
Transinformation berechnen

3 3
I(X; Y) — Z Z P(l‘n) P(ym‘l'n) -1d <W>

0,9 0,1
I(X:Y)=04-091d [ — 1-1d [ = -1
(X;Y)=0,4-0,9 d<039> 40,30, d<039>—+0 m
0,1 0,8 0,1
4.0,1-1d | - 0,8-1d (= 0,1-1d (= —2
+0,4-0, (031 +0,3-0,8 <031>%03 0, <031> m
0,1 0,9
0,1-1d { = 0,9-1d { = =
+0 +0,3-0, <030>-+03 0,9 <030> m=3

~ 0,9698 bit/Symbol

Aufgabe 8

Ein symmetrischer Kanal kann durch seine Ubergangsmatrix beschrieben werden

- P(yilz1) -+ P(ymlz1)
P(Y|X) = : - :

Bei dieser Aufgabe wiirde die Matrix so aussehen

() B P(yi|z1) P(y2lx1) Plyslx1) P(yalz1) B 1 1

Ein Kanal ist genau dann symmetrisch, wenn alle Zeilen Permutationen von einander
sind. Gleiches muss fiir die Spalten gelten.

Bei einem symmetrischen Kanal ergibt sich eine maximale Transinformation bei einer
Gleichverteilung der Eingangssymbole, somit gilt P(x1) = P(x2) = 0,5.

SNV
W=

6
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Die Kanalkapazitiat berechnet sich laut [NT.Jon, Definition (2.4-3) S. 23] zu

C = max I(X;Y)
{P(zn)}

mit der [NT'Jon| Definition (2.3-1) S. 20] fiir die Transinformation ergibt sich mit den
bereits aus Aufgabe 7b) bekannten Umformungen

2 4
€= 10X:) = 30 3 Plaw): Plunlen) - 14 (p2i22))

Mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit - siehe [WTKunl, Satz 4.4 S. 9] - ldsst
sich P(y,,) bestimmen

n=1m=1

11 1
S 4.2 ==P(yp)=Ply3) =P
3 5t 5= 1= Pluz)=Plys) = Plu)
Da ein symmetrischer Kanal vorliegt, vereinfacht sich die Berechnung der Transiformation
und damit der Kanalkapazitét

a
R
ST

)] -4 70,0817 bit/Symbol

Aufgabe 9

a) Vorgehensweise zur Bildung des Bindrbaums nach dem Huffman-Verfahren, ver-
gleiche dazu auch [NTJonl S. 39].

(I) Anordnen der Zeichen nach der Grofe ihrer Auftretenswahrscheinlichkeit, be-
ginnend mit der groften Wahrscheinlichkeit.

(IT) Anschliefend werden immer zwei Paare mit der kleinsten Auftretenswahr-
scheinlichkeit zusammen gefasst.

Der fertige Bindrbaum ist in Abbildung[7] auf Seite 22] zu finden.

Wichtig: Das Huffman-Verfahren ist nicht eindeutig. Treten wie in dieser Aufgabe
zwet zu codierende Worter mit der selben Wahrscheinlichkeit auf, so kinnen die-
se in der Anordnung vertauscht werden. Ebenfalls kann man den oberen oder den
unteren Ast des Baums mit einer 1 oder einer 0 versehen.

b) Ablesen aus dem Bindrbaum liefert die Codierung, siche Tabelle 2| auf Seite
c) Die Redundanz berechnet sich laut [NTJonl, Gleichung (4.1-4), S. 39| durch

Re =L — H(X)
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Abbildung 7: Bindrbaum nach Huffman-Verfahren

Zuerst wird die mittlere Codewortlange nach [NTJon, Gleichung (4-1), S. 35| be-
rechnet

N
2
L= Z P(zy) - L(zp) = ... = % bit/Symbol ~ 2,86 bit/Symbol

n=1

anschlieflend wird die Entropie der Quelle nach [NTJon| Definition (2.1-2) S. 16|
berechnet

N
H(X) == P(xn)-1dP(zy,) = ... ~ 2,80576 bit/Symbol

n=1

Daraus folgt fiir die Redundanz
R =~ 0,05 bit/Symbol
Zusétzlich wurde noch die Effizienz des Codes, die durch

= <1
g L -

definiert ist, berechnet. In dieser Aufgabe gilt: n =~ 0,9810
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A CW L(xz)
zo | 1000 4
T 01 2
zg | 101 3
x3 | 00001 5
Ty 11 2
x5 | 001 3
ze | 0001 4
7 | 00000 5
zg | 1001 4

Tabelle 2: Alphabet 4, zugehorige Codewdrter und Codewortlangen.

Aufgabe 10
Das Empfangssignal r(t) ist allgemein durch [NTJon, Gleichung 3.2-3, S. 27|
T’(t) —A. ej27r(fT+§ - cos O)t
gegeben, wobei die Dopplerverschiebung [NT.Jonl, Gleichung 3.2-4, S. 27] Afp = { - cos ©
bereits eingesetzt wurde.

Das Empfangssignal setzt sich aus dem Hauptfunkstrahl ohne Dampfung (A = 1) und
mit © = 0 und dem Mehrwegepfad zusammen.

r(t) = eI2 (ot 3)t | 4. @i2m(fo+3 - cosO)
_ ej27rf0t (ejQﬂ’%t +A- ej?ﬂ'% - cos (9)t>
Nun muss der Betrag davon gebildet werden. Der Betrag der vorderen e-Funktion ist

1, fiir die weitere Berechnung wird mit dem Betragsquadrat gerechnet, um sich lange
Wurzelzeichen zu sparen.

()] =Re?(r(#)) + Im?(r())
= [COS <27T§7f) + A- cos <27r§ - COS (@)t)}2 + {sin (27r§t) + A- sin (277% - COS (@)t)}
= cos? (277%5) +2-A- cos (2%%1&) - cos (277%- cos (@)t) + A% cos? (2%%- cos (@)t)
+ sin? (277%1&) +2-A-sin (27r§t> - sin (2%%- cos (@)t) + A? . sin? (2#%- cos (9)25)

2

Mit sin? (x) + cos? (z) = 1 vereinfacht sich das zu
lr(t)|* = 1+A%+2- A [sin (277%5) - sin (277%- cos (@)t) + cos (277%75) - cos (2%%- cos (@)t)]
Mit den Additionstheoremen

cosz - cosy = = -[cos (z — y) + cos (z + y)]

N =

23



und
-[cos (x — y) — cos (z + y)]

N[ =

sinx- siny =

folgt daraus
(©)]

|T(t)‘2 =1+ A? +2-A- cos [27T§t — 27T§- CcoS

=14+ A4%242-A- cos [27T§t(1 — cos (@))]
Mit den in der Aufgabe gegebenen Werten A = 0,5,0 = 45° (cos© = g) ergibt sich

V2 5 v V2
(1—2>] = Z-I-COS 2w —t (1—2>]

A

1
1+ -+ cos 27r§t

7t ozize = 1

Der Verlauf des Empfangspegels ist in Abbildung [8| auf Seite [24] zu sehen.

2.0

Ir®l

10

0.0 L L L
0 2
vt/lambda

Abbildung 8: Verlauf des Empfangspegels mit den angegebenen Werten
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Ubungblatt 3
Aufgabe 11

Die Wiederholung der Eigenschaften von Blockcodes aus der Ubung findet sich im ersten
Teil dieses Dokuments bei der Wiederholung.

a) Fir diesen Aufgabenteil wird angenommen, dass ein linearer Code vorliegt (siehe

Wiederholung).

Da ein linearer Code vorliegt, so ist es fiir die Berechnung des minimalen Ham-
mingabstandes d,;, nicht notig, alle Codeworter untereinander zu vergleichen. Es
reicht, wenn diese mit dem Nullwort verglichen werden.

Die Codeworter berechnen sich mit [NTJon|, Gleichung 5.2-1, S. 49|

& =d'q

Damit ergibt sich Tabelle |3 aus der sich der minimale Hammingabstand ablesen

T | & =d"a wy = d(é,0)
000 000000 -
001 001011 3
010 010110 3
011 011101 4
100 100101 3
101 101110 4
110 110011 4
111 111000 3

Tabelle 3: Datenwort, zugehoriges Codewort und Hammingabstand zum Nullwort.
lasst: dpin = 3.

Zur Berechnung der Fehlerkorrekturfiahigkeit ¢ wird [NTJonl, Gleichung 5.2-4, S.
50] verwendet.
Ain > 2t + 1

Umformen nach ¢ liefert

1 1

2 < dypin —1 =5t < 3 (dnin — 1) = 5- (3= 1) =1

O |

(t muss eine ganze Zahl sein)

Die Paritycheckmatrix ist laut [NTJon, Gleichung 5.2-5, S. 50| definiert als

m MmN
H = [P I(nk):|
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I;’I lasst sich aus der Generatormatrix E’I ablesen, da [NTJon| 5.2-2, S. 49| gilt

[ pm | n
G:[IkP}
1 0 1
-
P=1]1 10
01 1
Damit folgt
. 110100
L | ' n
H:[PI}:OIIOIO
1 1 0 01

b) Berechnung des Syndroms § nach [NTJon, Gleichung 5.2-7 S. 50]

5 =FH =(011110) — (011)

OO = O = =
O = O = = O
_ O O = O =

-
Dies ist die dritte Spalte der Paritycheckmatrix H, somit ist das dritte Bit falsch
und das gesendete Codewort muss richtig &' = (010 110) heifen, was als Datenwort
d" = (010) ergibt.

Wortfehlerwahrscheinlichkeit fiir uncodierte Ubertragung:
Ein Wort ist 3 Bit lang und bereits falsch, wenn mindestens eins dieser Bits falsch
ist. Damit lasst sich die Wahrscheinlichkeit auf zwei Wege berechnen.

(I) Uber das Gegenereignis, dass alle 3 Bits richtig sind
Puncodiert = 1 — (1 —p)3 ~ 2,997 - 10_3

(IT) Mit der [NT'Jonl, Formel fiir die Restfehlerwahrscheinlichkeit 5.1-2, S. 48]

3
3 , »
Puncodiert = Z <Z> 'pZ : (1 _p)3 ‘
=1
= . =3p-1-p?+3-p>(1-p)+p*~2997-1073

Wortfehlerwahrscheinlichkeit fiir codierte Ubertragung:
Ein Bitfehler kann korrigiert werden, das Wort ist somit bei mindestens 2 von 6

Bits falsch. Es ergeben sich wieder zwei Moglichkeiten die Wahrscheinlichkeit zu
berechnen.

26



(I) Uber das Gegenereignis, dass 6 und 5 Bits richtig sind
Peodiert = 1 — (1 —p)6 —6-p- (1 —p)5 ~ 1,496 - 1075

Anmerkung: Der Faktor 6 ist ndtig, da nicht bekannt ist welches der Bits falsch
18t.

(IT) Mit der Formel fiir die Restfehlerwahrscheinlichkeit

6

6 , »
Pcodiert :Z <Z> 'pz : (1 _p)G ‘
1=2
_ . 2 4 6! 3 3 6! 4 2
= P =p) gt (L= p) et (L= p)
TR A 2E e R A S )
~1,496-107°

Anmerkung: Die Summe beginnt bei der codierten Ubertragung bei i = 2, da ein
Bitfehler korrigierbar ist. In der Formel lautet der Index i =t + 1.

d) Zur Abschitzung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit Pp werden zwei Aussagen be-
trachtet

(I) Ist ein Codewort fehlerhaft iibertragen worden, dann miissen nicht alle tiber-
tragenen Bits falsch sein. Das liefert die Abschétzung nach oben.

PB < Pcodiert

(II) Wenn 1 Bit im Datenwort falsch ist, dann muss ein Wortfehler vorliegen.
Analog zum Aufgabenteil c) im Fall der uncodierten Ubertragung.

3
3 . w
Pcodiertzz<i)'Pé'(1PB)3l:1(1PB)3

=1
=..=3.-Pg+P}—-3-P5=3-Pg+ P} -(Pg—3)
P e
<0, da 0<Pp<1
<3-Pp

Dies fiihrt zu )
PB > g : Pcodiert

Aus (I) und (II) folgt
1
3 - Peodiert < P < Peodiert
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Abbildung 9: Zustandsdiagramm des Faltungsencoders

Aufgabe 12

a)

Das Zustandsdiagramm des Faltungsencoders ist in Abbildung |§| auf Seite zu
sehen.

Zur Schreibweise:
An den Pfeilen steht links das gesendete Datenbit und rechts - getrennt durch einen
vertikalen Strich - die vom aktuellen Zustand abhéngigen Codebits.

Zunéchst wird ein Trellisdiagramm gezeichnet, [NTJon! vgl. Bild 6.1-3, S. 60|. An-
schliefsend wird vom Startzustand 00 nach jedem Takt die Bitfolge des Pfades mit
der empfangenen Bitfolge verglichen. Fiir jeden Zustand wird dann der Weg dort-
hin ausgewertet und der minimale Hammingabstand notiert. Pfade, die zu einem
groferen Hammingabstand fithren, werden verworfen - hier sind sie rot markiert.
Jeder Zustand kann - vor allem in den spateren Taktschritten - von mehr als ei-
nem Vorgéngerzustand aus erreicht werden. Liefert ein Pfad zum néchsten Zustand
einen hoheren Hammingabstand als ein anderer Pfad, so ist dieser unwahrscheinlich
und wird - wie bereits erwdhnt - verworfen. Falls zwei gleichwertige Pfade gefunden
werden, so miissen diese entweder beide weiter verfolgt werden, oder man muss sich
fiir einen Pfad entscheiden. Dies ist in der Aufgabe auch der Fall, die gleichwertigen
Pfade sind griin markiert. Da jedoch die jeweiligen Pfade eine hohe Hammingdi-
stanz haben, miissen sie sowieso nicht beachtet werden. Nach dem letzten Takt
wird der Zustand betrachtet, der den minimalen Hammingabstand besitzt und von
dort wird der Pfad zum Ausgang zuriickverfolgt, jeweils {iber Zwischenzustidnde
mit jeweils minimalem Hammingabstand.

Schlieflich lasst sich an dem Pfad das gesendete Datenbit ablesen.
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00
Vg
/‘/\/
Takt: 1 2 3 4
Empfangen: 00 10 01 11
Korrekt: 00 11 01 11

Abbildung 10: Trellisdiagramm, Pfad mit minimalem Hammingabstand ist blau
eingefarbt.

Das Trellisdiagramm fiir diese Aufgabe ist in Abbildung [I0] auf Seite 29| zu sehen.
Nach dem letzten Takt besitzt der Zustand 10 den minimalen Hammingabstand 1,
von dort aus wird der Pfad zum Startzustand zuriickverfolgt, was zum blauen Pfad
fiihrt.

Ablesen des Datenbits ergibt: 0110

Anmerkung: Es miissen natirlich nicht alle Pfade eingezeichnet werden, sollte klar
sein, dass ab einem Taktschritt aus keine Verbesserung mehr maglich ist, so kénnen
die restlichen Pfade weggelassen werden.
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Aufgabe 13

a)

Zu den Rechenregeln der GF2 siehe auch die Wiederholung am Anfang des Doku-
ments. Durch Ausmultiplizieren der Klammer folgt
1=+ +22+ 1) +z+1)
— @B+ B2+ ) (P a4 1)
=@+ +z+ 1)@ +2+1)
R S S AR RS R e S A e |

2 —1=z2"+1

Dass die beiden kubischen Polynome irreduzibel sind, wird dadurch gezeigt, dass
einmal eine 0 und einmal eine 1 eingesetzt wird. Das Ergebnis sollte dann jeweils
ungleich 0 sein.

irreduzibel: 1:3—1—3:2—1—1;1 :1:3+a;+1;1

=0 141 141

r=1- 1+1+1=1 1+1+1=1
Anmerkung:

Polynome vom Grad 2 und Grad 3 sind genau dann irreduzibel, wenn sie keine
Nullstellen besitzen. Fir einen Grad > 4 muss dies nicht gelten.
Fiir nédhere Informationen siehe [GEGol, die Bemerkungen, S. 16/

Nach dem [NTJon| Satz, S. 53| muss gezeigt werden, dass g(z) ein Teiler von 2" +1
ist. Da ein (7,3)-Code vorliegt, ist n = 7. Durch Polynomdivision folgt

"4+ 1): @' +22+z+1) =23+ +1
Hierbei miissen wieder die Rechenregeln beachtet werden.

Der zugehorige Encoder ist in Abbildung (11| auf Seite [31| zu sehen.
Zum Zeichnen ist es ganz hilfreich, wenn das Generatorpolynom in folgender Form
notiert wird

g@) =z +2>+z+1=2+ gi2® + g’ + g3z + 1

Fiir ein besseres Verstdndnis sind die einzelnen Elemente des Schieberegisters ent-
sprechend eingefarbt.
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Abbildung 11: Encoder zum Generatorpolynom g(z).

Ubungblatt 4
Aufgabe 14

a) Die komplexe Einhiillende des Signals ldsst sich recht leicht ablesen und angeben,
wenn die allgemeine Form eines Signals nach [NTJonl Gleichung (1.1-1), S. 2]

s(t) = a(t) - cos [2m frt + I(t)]

mit dem Bandpasssignal der Aufgabenstellung

s(t) = ﬁ cos 27 frt + X (t = nT)]

verglichen wird, denn die komplexe Einhiillende ist nach [NTJonl Gleichung (1.1-4),
S. 3] durch .
u(t) = a(t) - ??®

gegeben. Damit ist die komplexe Einhiillende

ult) = 4 /% X (=nT) _ /% X (T)

und der Bedingung fiir m = 0,...M — 1 lassen sich entweder direkt die Signalraum-
diagramme fir M = 2 und M = 4 aufstellen oder man geht den Weg iiber die
Tabelle [ auf Seite

Damit ergeben sich die beiden Diagramme, zu sehen in Abbildung [12] auf Seite

b) Mit

c) Der zu berechnende Abstand d ist bereits in Abbildung auf Seite in jedes
Diagramm eingezeichnet. Bei M = 2 betrigt er d = 24 = 2- w/% und bei M =4

betriigt er d = v/2- .
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Abbildung 12: Signalraumdiagramme fir M = 2 (oben, entspricht einer BPSK) und
M = 4 (Mitte, entspricht einer QPSK) samt Abstand zwischen benachbar-
ter Signalvektoren. Unten sind die gaufverteilten Dichtefunktionen samt
Schnittpunkt fiir die einzelnen Symbole zu sehen.
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Der Abstand d ist ein Mafs fiir die Storfestigkeit des Modulationsverfahrens. Allge-
mein gilt: Je grofer d, desto kleiner die Fehlerwahrscheinlichkeit.

Fiir eine minimal Symbolfehlerrate wird die Entscheidungsgrenze an den Schnitt-
punkt der beiden Dichtefunktionen gelegt. Sind die Symbole - wie in der Aufgabe
- gleichwahrscheinlich, dann ist dies die Mitte (vgl. [NTJon| S. 102]).

Aufgabe 15

a) Die Angabe
Var{Re{N;}} = Var{Im{N;}},l € Z

bedeutet, dass die Rauschleistung auf der reellen und der imaginéren Achse iden-
tisch ist. Pro Achse betrégt sie - siehe auch Abbildung |2 auf Seite |10]- % - B, so-
mit ist die gesamte Rauschleistung 02 = Ny - B. Das Signal-zu-Rausch-Verhéltnis
SN Ry;; ist unter anderem auch auf eine Bandbreite von B = 1 Hz normiert - siche
[NTJon, Anhang B, S. 223] -, somit ist die bisherige Betrachtung vor allem fiir das
bessere Versténdnis erfolgt.

Fiir die Berechnung von SN Ry;; wird die Bitenergie benotigt, berechnet wird je-
doch zuerst die Symbolenergie. Wichtig ist, dass Bitenergie und Symbolenergie
nicht identisch sind.
Die Symbolenergie lasst sich mit der Einhiillenden u(¢) berechnen, die Symboldauer
beitragt T'.

ui(t) = A bzw. up(t) = —A

Damit ergibt sich mit [NTJon, Gleichung (1.1-8), S. 4]

. 2 1 g 2 L9
E, = sS(t)dt = = - lu(t)|?dt = = - A*-T
0 2 Jo 2

Fiir die BPSK folgt aus 1 Symbol’ dass die Symbol- und Bitenergie identisch ist.
Ey = E, = 1-A? - T. Damit gilt mit [NTJon, Gleichung (B-2), S. 223]

By, A%2.T
SNR
bit — NO 2N0
Bei der QPSK gilt 2 2o, somit ist By = 2B, — By = 3 - E; = ;- A*-T
By, A%2.T
SNR
bit = NO AN,

Die Veranderung wird nun durch

SNRy(QPSK) A*.T 2N

L= SNRu(BPSK) ~ 4N, A-T

1 1
;=10 g<2> 3.0
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berechnet.

Anmerkung: In der Ubung wurde die Einhiillende - warum auch immer - normiert

und mit u(t) = A- \/; angegeben. Fir das Verhdltnis L ist das nicht weiter wichtig,
die Symbol- und Bitenergien sind dann jedoch anders.

b) Die Coderate R ist in diesem Fall R = %, da laut Aufgabenstellung die zusétzliche
Ubertragungskapazitit zur Kanalcodierung verwendet wird. Bei der BPSK hat man

1 Sy‘friﬂtool und bei der QPSK hat man 2 Sy};)riltljjol zur Verfiigung.

c) Es gilt

G=10-1g(R-dpmimn) > 3 dB

2

R

k=0

n—k+124mitR:§: —
n 2

1
2
n
——>3
n 5 2
n>6

Aufgabe 16

a) Um die Nutzsymboldauer T anzugeben, muss zuerst die Dauer Ty der Symbole
berechnet werden. Dies erfolgt iiber die Datenrate Ry = 2 MBit/s.

1
Tg=—=05
d Rd 0 U8

Mit [NTJonl Gleichung (7.7-1), S. 83| folgt
Tn =N -T;=48-0,5 us =24 us

Der Untertragerabstand ist durch [NTJon| Gleichung (7.7-2), S. 84| gegeben
1
Af = —— ~ 41,67 kHz
TN

Und fir die Gesamtbandbreite

Bs = N-Af=2MHz
b) Die Lange des Schutzintervalls ist durch [NTJonl, Gleichung (7.7-7), S. 86| gegeben

max * N
Lg > F-TN—‘ =[32] =4
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somit muss das OFDM-Symbol um 4 Symbole erweitert werden. Die Lénge des
Schutzintervalls - wird fiir den néchsten Aufgabenteil bené6tigt - 14sst sich {iber die
Dauer eines Symbols zu

To=4-Ty=2uyus

berechnen.

c¢) Da der Ubertragungskanal iiber die Dauer der Ubertragung eines OFDM-Symbols
als zeitinvarianter Kanal angesehen wird, sollte die Dauer eines OFDM-Symbols
kiirzer als die Koherénzzeit 7 des Kanals sein. (Siehe [NTJon| zweiter Abschnitt
Kapitel 7.7, S. 83])
Mit [NTJonl Gleichung (7.7-6), S. 86| folgt daraus

Tk > Ts=Tn+Tg =24 us+2 pus = 26 us

Zur Umrechnung der Finheit MBit siehe auch die Wiederholung am Anfang des Doku-
ments.
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Ubungblatt 5

Aufgabe 17

Bei der Dichte der Stérung
1

handelt es sich um eine N’ (0, %)—Verteilung, wie man leicht anhand der Normalverteilung

N (p, 0%) )
1 1 /(x—p
fa) = V2ro? P <_2 ( a > )
sieht.

Fiir das ML- bzw. das MAP-Kriterium wird die bedingte Dichte fg x(7%|7x) bendtigt.
Es gilt

Trix (rilzr) = fyyx (re — ilor) = fn(re — a) = 7 e (re=an)?

Die bedingte Dichte gibt das Empfangene r; unter der Bedienung des Gesendeten zj, an.
Die erste Umformung gibt nun die Stérung (da ny = rp — zj gilt) unter der Bedingung
des Gesendeten an, da die Storung jedoch nicht vom Gesendeten abhéngt, kann diese im
zweiten Schritt vernachléssigt werden.

Es kann entweder eine 1 oder eine —1 gesendet werden, das lasst sich an fx(xy) ablesen:
TR € {—1, 1}

a) Beim Maximum Likelihood-Kriterium miissen alle Symbole gleichwahrscheinlich
sein, siche dazu auch [NTJonl, Kapitel 8.2, S. 97 unten|. Dies fiithrt zur neuen Dichte
des Sendeprozesses

fX<$k> = -5(xk—1)+%-(5(xk+l)

N | =

Bei ML entscheidet man sich fiir das Symbol, das den groften Wert bei der Dich-
tefunktion liefert, siche [NTJon, Gleichung (8.2-3), S. 98|.

Frix (0,15]1) = —=- e~ ©15-V% ~ 02739

-

und

Frix (0,15 — 1) = —= -~ O15TD% ~ 01503

Si-

Es wird somit auf zg = 1 entschieden.

Eine Alternative wére das Zeichnen der beiden Dichtefunktionen - siehe Abbildung
auf Seite [37] - und anschlieffend das Betrachten und Vergleichen der Werte.
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Abbildung 13: Bedingte Dichtefunktionen bei dem ML-Kriterium

b) Beim Maximum a posteriori-Kriterium miissen die Symbole nicht gleichwahrschein-
lich sein, es wird mit der gegebenen Dichte des Sendeprozesses

fx(wk) = -5(xk—1)+§-5(xk+l)

Lo =

gerechnet. In [NT'Jonl, Gleichung (8.2-2), S. 97|

P(sn(t)) - f(r(®)]sn(t))
flr@®)

wird mit P(s,(t)) auch die Symbolwahrscheinlichkeit beachtet. Da f(r(¢)) nicht
von n abhéngt, kann man nur den oberen Teil des Bruchs betrachten (vgl. [NTJon|
S. 97 ganz unten|).

Es ergibt sich fiir die beiden moglichen gesendeten Symbole

P(sn(t)|r(t)) =

1
P(xg = 1|rg = 0,15) ~ 3 fr x(0,15[1) ~ 0,0913

und 5
P(zg = —1|ro = 0,15) ~ 3 -fR|X(0,15\ —1) =~ 0,1002

Hier wird nun auf das Symbol g = —1 entschieden.

Auch hier wire erneut eine grafische Losung moglich, siehe dazu Abbildung
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auf Seite
Anmerkung: Bei dieser Aufgabe ging es um das Verstindnis der beiden Kriteri-

en ML und MAP. Dass man hier natirlich die beiden Ergebnisse nicht vergleichen
kann, ist klar.

MAP

0.4

[
: 1/3 fR|X(rk|1) —
0.35 - 2/3 frx(re-1)

0.25 - j .
0.15 -

0.05

Abbildung 14: Bedingte Dichtefunktionen bei dem MAP-Kriterium

Aufgabe 18

a) Anmerkung: Dieser Aufgabenteil wurde zum grofiten Teil bereits im Buch behandelt,
siehe dazu die [NTJon, Berechnung auf S. 102f].

Da ein Schwellwertdetektor verwendet wird - der mit dem Vorzeichen arbeitet -,
wird auf ein Signal geschlossen, sobald r positiv oder negativ ist. Mit der For-
mel der totalen Wahrscheinlichkeit - sieche [WTKunl, Satz 4.4, S. 9| - lasst sich Pp
berechnen.

N
Pp = ZP(An)P(B’An)
n=1

= P(dy = —1)-P(r > 0|dy = —1) + P(d, = 1)- P(r < O|dj, = 1)

Da die Symbole gleichwahrscheinlich sind, folgt

1 1
PB:§~P(T>0|dk:—1)+§'P(’F<O’dk:1)
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zudem ldsst sich noch die Symmetrie ausnutzen, sodass
Pp = P(r > O‘dk = —1)

gilt. Nun folgt die Berechnung tiber die Dichtefunktion

>~ 1 1 (r—dy)? 1 01 (r41)?
P = e 2 o2 dr= e 2 o2 dr
0 0

2ro 2o

Subst.: uw = %
fe=l LT wss

0 — oo — 1

LMot = qo=1-9p)
= e 2 du = 2)=1-—P(2

2m J4 o2=1_y1_o

11

~ 0,02275

Fiir das Signal-zu-Rausch-Verhéltnis gilt nach [NTJonl, Definition (B-1), S. 222]

S
NR=2
SNR =+

die Berechnung erfolgt iiber die mittlere Leistung P (siehe auch die Wiederholung
im ersten Kapitel)

Ps  E{|Dy|? 1
sNr— S _ Ps _ EUD} _
N Py  E{|Ng?*} 0,25

=4210- 1g(4) ~ 6,02 dB
E{|Dg|*} ist 1, E{|Ng|?} lisst sich umschreiben zu

E{|Ny’} = E{(N), — p)*} = Var(Ny,) = 0,25

da weifses Gaufsches Rauschen mittelwertfrei ist, siehe zum Beispiel [WTKunl die
Bemerkung auf S. 33].

b) Das Signalmodell mit der zusétzlichen Stérung ist in Abbildung (15| auf Seite [40] zu

sehen.

Damit gilt fiir das empfangene Signal mit dem Storsignal s

1
e = di + ng + §dk_1
—————

=Sk

Eine Rechenvorschrift fiir die Dichte unabhéngiger Zufallsvariablen findet sich in
[WTJonl Satz 7.4-1, S. 116]

Die Dichte der Summe Z = X +Y zweier unabhdngiger Zufallsvariablen
X und Y ist die Faltung der Einzeldichten.
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ng

Abbildung 15: Signalmodell mit der zusétzlichen Stérung.

Die Dichte fiir das Gaufsche Rauschen bleibt identisch,

2
1 "k

2o

fng) =

fiir die Stérung durch den zusétzlichen Ausbreitungsweg gilt folgende Dichte

1 1 1 1
Durch die Dampfung um den Faktor a = 0,5 verschiebt sich die Dichte, dies wird

durch das rote % realisiert. Da eine Gleichverteilung vorliegt, ist der blaue Faktor

% fiir die gleiche Auftretenswahrscheinlichkeit vorhanden.

Nun werden die Dichtefunktionen der beiden Stérungen nach dem erwdhnten Satz
gefalten. Somit gilt fiir Verteilungsdichte

1 1 1 1 1 i
= —-(5 —_ — 75 _ _02
Tlse) [2 (’“ 2)+2 (3”2)]*@0“
1 1 -1 <Sk*2%)2 L+ -1 (5k+2%>2
= . — [ o e o
Voro 2

c¢) Die Berechnungen sind analog zum Aufgabenteil a), somit hier ohne weitere Erkla-

40



rungen

Pp = P(’r‘ > Oldk::—l)

1 (r=(sp+ 32

/Oo 1 1 [_w(sk%»? B J
= = e 2 o2 _|_e 2 o2 r
o V2mo 2
1 1 /°° 1 (r+1,5)2 1 (r40,5)2
0

e?2 o2 +e 2 2 Jdr

"2 Vro
Subst.: “:H_ULS Subst.: aZL_UO’5
0200 = o 0—oco = P
11 [~ L1 [
:§E 156 Zdu—i_i.E 0756 2 da
1
=5 [1—®(3)+1—P(1)] =~ 0,08000

Fiir das Signal-zu-Rausch-Verhiltnis gilt

S _E{|Dy} _ 1
SNR= —=—/—+ = =2=10-1g(2) = 3,01 dB

N T E{S?} 05 B2~ 3,

wobei fiir die Storung mit den Rechenregeln fiir den Erwartungswert gilt - siche
das erste Kapitel zur Wiederholung

1 2 1
E{|Si[*} = E { e+ 5 di- } = E{|n|*} +E{|nkdk—1|2}+1 - B{|dy1[*)
—_— — —— ————
—0.25 =0 =1

1
2
Aufgabe 19
a) Nach dem Mischen gilt fiir das Sendesignal
5(t) = s(t) - cos (2w f.t)
und wird zum Empfangssignal
r(t) = 5(t) -2+ cos (27 fot + o) = 2-5(t) - cos (2w fct) - cos (27 fet + @o)

mit dem Additionstheorem

- [cos (x — y) + cos (x + y)]

DN =

COST - COSY =

folgt
r(t) = s(t) - [cos (o) + cos (4m fet + ¢o)]
wobei durch den Tiefpass der hochfrequente Teil herausgefiltert wird
r(t) = s(t) - cos (o)

Nun konnen die drei Falle diskutiert werden
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(D) po=m
r(t)
() @o =3

r(t) = 0, kein Signal vorhanden

(ITI) o beliebig

= —s(t), die Sendebitfolg wird invertiert

Das Empfangssignal wird geddmpft und fiir g € [%, %ﬂ) tritt zuséatzlich eine

Bitinversion auf.

b) Die Vorschriften fiir die Modulation und Demodulation stehen in der Aufgabe, hier
die fertige Tabelle [5] auf Seite [42]

Da ein storungsfreier Kanal vorliegt, gilt 7, = d,,. Die blauen Empfangseintréige
sind fiir einer Tragerphase von ¢y = 0 und die Roten fiir ¢g = 7 berechnet.

nld, dy!| 7 ralfn
-1 - 171 - 1-1 -
011 111 1]-1 1
111 171 11]-1 1
2|1 171 1]-1 1
311 111 1]-1 1
41-1 -1]-1 1|1 -1
51-1 1|1 -1]-1 -1
6 | 1 111 11]-1 1
711 1171 1]-1 1
8 | 1 111 11]-1 1

Tabelle 5: Modulation und Demodulation der gegebenen Symbolfolge.
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Ubungblatt 6

Aufgabe 20

Das in der Aufgabenstellung gezeigte Ubertragungssystem ist das physikalische Modell,
zu sehen in Abbildung [I6] auf Seite [43]

d(t) e C o x(t) € C=®r(t) eC an () y(t) e C

Abbildung 16: Das physikalische Ubertragungsmodell.

In dieser Aufgabe werden diskrete Werte verwendet, weswegen folgende Schreibweise
verwendet werden wird

di = d(t,Ts)
Das logische, filterfreie Modell ist in Abbildung [I7] auf Seite [43] zu sehen. Hier wird
ausgenutzt, dass sich die Filterwirkung wieder aufhebt, bis auf die Stérung. Somit lasst
sich schreiben
Yk = di + zg ) = di, + 1,
wobei das g fiir gefiltert steht.

dp € C o yr € C
-3 >

Zgk € CI

Abbildung 17: Das logische, filterfreie Ubertragungsmodell.

Die Storung z(t) ist komplex, weif und Gaufsformig, im Allgemeinen bandunbegrenzt.
Durch die Filterung entsteht jedoch eine Bandbegrenzung.

Fiir das Filter g(t) gilt, da es achsensymmetrisch und reel ist

g(t) = g" (=)

Die Ubertragungsfunktion lésst sich nach einer Umforum mit Hilfe einer Korrespondenz-
tabelle angeben

5. sin T Bt

1
o) = =B TE e G =

- rectp(f)

1
VB
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Fiir die Rechteckfunktion gibt es mehrere Schreibweisen, um Konform mit der gewohnten
Darstellung aus Signale und System zu bleiben, wird folgende Schreibweise verwendet

. B
1 fir |[f| <5

0 sonst

rectp(f) = {

Durch Quadrieren folgt

G = 5 - rects(f)

Das Signal y(t) setzt sich aus dem Nutzsignal und der Stérung zusammen

y(t) = r(t) x g7 (=t) = [x(t) + 2(8)] * g7 (1) = ys(t) + yn (D)

Zuerst wird das Nutzsignal berechnet

ys = z(t) x g*(—t) = Z dp - g(t —nTs) * g*(—t)

n=—oo
o

= > du- 7 {GD) -G (1)
= > du s {[GUF eI
= i dn-f{;-rectB(f)-e_j%f"Ts}

Z d. 1 .p.sin [rB(t —nTg)]
B mB(t —nTs)

n=—oo
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Fiir die Nutzsignalleistung gilt

P = E{ys(t) - ys(t)};—prs

> sin [rB(t — nTys) sin [rB(t — mTg)] )
{(Z dn- WBt—nTSS ) (Z dm TrBt—st)S ) }

n=—00 m=—00 t=kTs
B i f: D d sin [rB(t — nTg)] sin[rB(t — mTs)]
N “ “ nom mB(t — nTs) 7B(t —mTg)
n=—00 M=—00 t=kTs

. sin[rB(k—n)Ts] sin[rB(k —m)Ts]
E Z Z -y mB(k—n)Ts  wB(k—m)Ts

—0V(k—n)#£(k—m)

nN=—oo Mm=—00

> . [sin[rB(k —n)Ts]]?
= E o dE -
~~ Z d dn |: WB(k' — n)TS

n=m n=—o00
=1 fiir k=n

- F {Idn!2} =

Anmerkungen zu den Rechenschritten:

(I) Da der Si%—Term keine komplexen Teile hat, 14sst sich die komplexe Konjugation
auf das d,, zichen.

(I) Dass die beiden S22 Terme fiir unterschiedliche Argumente zu Null werden, kann
man sich entweder {iberlegen oder man lésst sich zwei verschobenen *=7*-Funktionen
zeichnen. Dann sieht man deutlich, dass diese zu Null werden, zu sehen in Abbil-

dung [I§ auf Seite

(III) In der selben Abbildung sieht man auch, dass die sinc-Funktion nur bei Null = 1
wird und bei allen weiteren Vielfachen von 7 zu Null wird.

(IV) Der letzte Schritt erfolgt iiber die Angabe in der Aufgabenstellung.
Fiir die Storung gilt mit [NTJon, Gleichung 1.4-4, S. 9|

Cy,2, = G - @z2(f)

was in Abbildung [19] auf Seite [46] zu sehen ist.
Damit lasst sich die Rauschleistung berechnen

Py = E{(2(t) * g(1)) - (=(8) * (1))} = B {z(t) - 2,(1)"}
- _ gt 2, _ 1 psin(mBr)
=92 0) =7 H{IGWP @z2(D)} = 5B F ol

=Ny
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Abbildung 18: Zwei verschobene sinc-Funktionen.

2 D22 (f) Doy, (f)
No
No
B L
£ 1 3

Abbildung 19: Leistungsdichtespektrum der Stérung.

Damit ldsst sich das gesuchte Signal-zu-Rausch-Verhéltnis angeben
Ps 1
S R _ = = = —
NR|i=krs Py Ny

Aufgabe 21
a) Das Modell ist in Abbildung [20| auf Seite [47| zu sehen.

b) Das Empfangssignal kann entweder grafisch erstellt werden, siche dazu Abbildung
[21] auf Seite 48] oder lasst sich auch berechnen und anschliefend zeichnen. Hat man

46



.7
o
A%

«
2

-

=

S

d1 S1
(%) ——— > _gr ~ Entscheider —
OD——re
d2 S9 T9 CZQ
~(X) L) > g ~ Entscheider —

2

—_—
Q
)

Abbildung 20: Modell fiir das Empfangssignal samt Arbeitsschritte im Empfanger.

das Prinzip einmal verstanden, ist die Rechnung sicher schneller.

s1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
S92 +1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
T + 2 0 -2 0 0 +2 0 -2

c¢) Die grafische Entspreizung ist in Abbildung auf Seiteenthalten, auch hier wére
eine Rechnung moglich. Das empfangene Signal » wird nun noch mit der jeweiligen
Signatur ¢ multipliziert, was zunéchst auf ri, bzw. ro filhrt. Anschliefend werden
die beiden zusammenhérigen Werte addiert und anschlieffend gemittelt.

ri [2:1] 0.1 [-2-1] 0-1 J0-1] 2-1 [0-1] -2-1
> 2 —2 —2
En. 1 —1 1 —1
rg [2:1]0-(=1)|=2-1]0-(-1)|0-1]2-(=1) [0-1]-2-(=1)
> 2 —2 —2 2
Ent. 1 -1 -1 1
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Abbildung 21: Sendesignal.
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